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Задача (Д10в).Докажите неравенство

∣sin
𝑛
∑
𝑘=1
𝑥𝑘∣ ≤

𝑛
∑
𝑘=1

sin 𝑥𝑘,

где 𝑥𝑘 ∈ [0; 𝜋], 𝑘 = 1, … , 𝑛.

Решение. При 𝑛 = 1 неравенство тривиально выполняется. Докажем неравен-
ство при 𝑛 = 2, для этого заметим, что по неравенству треугольника

| sin (𝑥1 + 𝑥2)| = | sin 𝑥1 cos 𝑥2 + sin 𝑥2 cos 𝑥1| ≤ | sin 𝑥1 cos 𝑥2| + | sin 𝑥2 cos 𝑥1|.

Так как | cos 𝑥𝑖| ≤ 1 при 𝑥𝑖 ∈ ℝ и sin 𝑥𝑖 ≥ 0 при 𝑥𝑖 ∈ [0; 𝜋],

| sin (𝑥1 + 𝑥2)| ≤ | sin 𝑥1|| cos 𝑥2| + | sin 𝑥2|| cos 𝑥1| ≤ sin 𝑥1 + sin 𝑥2.

Теперь предположим, что при некотором 𝑝 ∈ ℕ

∣sin
𝑝

∑
𝑘=1
𝑥𝑘∣ ≤

𝑝

∑
𝑘=1

sin 𝑥𝑘,

где 𝑥𝑘 ∈ [0; 𝜋], 𝑘 = 1, … , 𝑝.Тогда выполняется цепочка неравенств

∣sin
𝑝+1

∑
𝑘=1
𝑥𝑘∣ = ∣sin (

𝑝

∑
𝑘=1
𝑥𝑘) cos 𝑥𝑝+1 + sin 𝑥𝑝+1 cos (

𝑝

∑
𝑘=1
𝑥𝑘)∣ ≤

≤ ∣sin (
𝑝

∑
𝑘=1
𝑥𝑘)∣ ∣cos 𝑥𝑝+1∣ + ∣sin 𝑥𝑝+1∣ ∣cos (

𝑝

∑
𝑘=1
𝑥𝑘)∣ ≤ ∣sin (

𝑝

∑
𝑘=1
𝑥𝑘)∣ + ∣sin 𝑥𝑝+1∣ ≤

/по гипотезе индукции/ ≤
𝑝

∑
𝑘=1

sin 𝑥𝑘 + sin 𝑥𝑝+1 =
𝑝+1

∑
𝑘=1

sin 𝑥𝑘.

Тем самым согласно принципу математической индукции неравенство справед-
ливо для всех 𝑛 ∈ ℕ.
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